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  و توزیع احتمال پیوسته متغیر تصادفی گسسته و

تواند مقادیر مختلفی را به خود بگیرد  هاي مختلف می کمیتی که حاصل از انجام یک آزمایش بوده و در هر آزمایش در زمان
توان تعداد برآمدهاي آن را شمرد و براي هر برآمد  یک متغیر تصادفی گسسته متغیري است که می. شود متغیر تصادفی نامیده می

براي مثال تعداد روزهاي برفی در یک سال یک متغیر تصادفی . گیري وجود دارد ک احتمال مثبت و قابل اندازهآن ممکن ی
متغیري است که تعداد برآمدهاي ممکن آن بینهایت است حتی اگر کمترین و بیشترین یک متغیر تصادفی پیوسته . گسسته است

سانتیمتر یک متغیر تصادفی است زیرا میزان بارش برف  10تا  1ین براي مثال مقدار بارش برف ب. مقدار آن نیز مشخص باشد
  . تواند بینهایت مقدار در این فاصله به خود بگیرد می

مجموع احتمال وقوع کلیه برآمدهاي . دهد یک توزیع احتمال، احتمال برآمدهاي ممکن براي یک متغیر تصادفی را توضیح می
به آوریم، سپس مقادیر ممکن براي  براي تشکیل یک توزیع احتمال ابتدا فضاي نمونه را بدست می. ممکن باید برابر با یک باشد

در واقع توزیع احتمال همانند جدول فراوانی است که در آن . آوریم فضاي نمونه بدست می ها را بر اساس همراه احتمال وقوع آن
هاي بدست آمده به  و در نظر گرفتن تعداد خط دو سکهدر مورد پرتاب . احتمال وقوع هر برآمد همان فراوانی نسبی آن است

  توان گفت می xعنوان متغیر تصادفی 

  فضاي نمونه=})ش و ش(و ) خ و ش(و ) ش و خ(و ) خ و خ({

  x  حالات مساعد  تعداد حالات مساعد  )x )p(x)احتمال وقوع 
  2  )خ و خ(  1  25/0
  1  )خ و ش(، )ش و خ(  2  5/0
  0  )ش و ش(  1  25/0

توزیع احتمال مربوط به یک متغیر تصادفی گسسته یک توزیع احتمال گسسته و براي یک متغیر تصادفی پیوسته یک توزیع 
  عبارت است از تفاوت بین دو نوع توزیع احتمال. استاحتمال پیوسته 

تواند اتفاق بیافتد  و براي زمانی که می P(x)=0تواند اتفاق بیافتد  نمی xزمانی که گسسته  در یک توزیع احتمال -
P(x)>0 . 

توان  در توزیع احتمال پیوسته تنها می. بتواند اتفاق بیافتد xحتی اگر P(x)=0 در یک توزیع احتمال پیوسته همیشه  -
)(توان  یعنی تنها می. در یک فاصله را بدست آوریم Xاحتمال قرار گرفتن متغیر تصادفی پیوسته  21 xXxP ≤≤ 

بنابراین احتمال اینکه متغیر تصادفی پیوسته یک مقدار . مقادیر واقعی هستند 2xو  1xرا بدست آورد که در آن 
  .مشخص را به خود بگیرد همیشه برابر با صفر خواهد بود

. گیرند زیرا تعداد برآمدهاي ممکن بسیار زیاد است هاي گسسته را پیوسته در نظر می در مباحث مالی گاهی اوقات برخی از توزیع
احتمال تغییر دقیقاً به اندازه . شود یا کاهش قیمت سهام معامله شده در بورس تهران بر حسب ریال ثبت می براي مثال افزایش

بنابراین در این موارد بهتر است در مورد یک دامنه تغییر قیمت صحبت . یا هر تغییر خاص دیگر تقریباً برابر با صفر است 65/12
ریال در یک روز بزرگتر از صفر است اما  25ریال تا  15ک سهم خاص در فاصله توان گفت احتمال تغییر قیمت ی زیرا می. شود

  . ریال تقریباً صفر است 34/17احتمال تغییر قیمت به اندازه 
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  )probability function( تابع احتمال

به  .دهد متغیر تصادفی را نشان می هاي مختلف یک دهیم احتمال وقوع وضعیت نشان می xP)( با آن را یک تابع احتمال که
  باشد هاي زیر می این تابع داراي ویژگی. را به خود بگیرد  xمقدار  Xاحتمال این است که متغیر تصادفی  xP)(عبارت دیگر 

- 1)(0 << xP 
 است یعنی 1برابر با  X، براي متغیر تصادفی گسسته xهاي کلیه برآمدهاي ممکن،  مجموع احتمال -

1)( =∑ xP  

  )probability density function (pdf)( تابع چگالی احتمال

تواند احتمال برآمدهاي یک متغیر تصادفی  شود تابعی است که می که با  نشان داده می) pdf(یک تابع چگالی احتمال 
  . این تابع معادل تابع احتمال براي یک متغیر تصادفی گسسته است. پیوسته در یک دامنه خاص را تولید کند

)(1یعنی  باشد می 1در مورد متغیر تصادفی پیوسته سطح زیر منحنی تابع چگالی احتمال برابر با  - =∫ dxxP. 

βαدر مورد متغیر تصادفی پیوسته احتمال اینکه  - << X ،برابر با سطح زیر منحنی چگالی در بازه   باشدα  وβ 

>>=∫  است
β

α

βα dxxPXP )()( 

را به خود بگیرد برابر است با  αمقدار مشخص  Xبنابراین احتمال اینکه متغیر تصادفی پیوسته  -

0)()( === ∫
α

α

α dxxPXP .  

  :توجه     

براي مثال . هاي ارائه شده در بالا به راحتی حل کرد توان بر اساس ویژگی شوند را می هایی که در این زمینه طرح می تست
توان این  اگر تابع چگالی احتمال داده شده و در آن یک ضریب ثابت به صورت مجهول وجود داشته باشد به راحتی می

)()(1ضریب ثابت را با استفاده از ویژگی  ==<< ∫
β

α

βα dxxPXP  بدست آورد که در آنα  وβ  حد بالا و

   .پایین توزیع هستند

4,3,2,1,0تابع  aبه ازاي کدام مقدار : 1مثال
13

4

)( =
+










== x
a
xxXp  حسابداري و (یک تابع احتمال است؟

  )87مدیریت 

1( 6  2( 5  3( 4  4( 3   
  : جواب

)(1با استفاده از این ویژگی تابع احتمال گسسته که  =∑ xP داریم  
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n                                        :                   نکته       
n

x x
n

2
0

=






∑
=

  

در تابع  mمقدار   :2مثال 
x

mxf 10براي  )(= ≤≤ x  چقدر باشد تا)(xf  یک تابع چگالی احتمال باشد؟) اقتصاد

88 (  

1( 5/0  2( 1  3( 5/1  4( 2   
  : جواب

)()(1با استفاده از این ویژگی تابع احتمال پیوسته که  ==<< ∫
β

α

βα dxxPXp داریم  

2
11]2[1 1

0
2
11

0

=→=→=∫ mxmdx
x

m  

  )میانگین(یا کمیت انتظاري یک متغیر تصادفی امید ریاضی 

امید ریاضی در واقع شاخص مرکزي یک متغیر تصادفی است که به عنوان کمیت انتظاري یک متغیر تصادفی نیز شناخته 
هاي داده شده به متغیر مانند فراوانی  در واقع امید ریاضی میانگین وزنی یک متغیر تصادفی است که در آن وزن. شود می

. دهیم نشان می E(X)را با  Xامید ریاضی متغیر تصادفی . صادفی استنسبی است که در اینجا همان احتمال وقوع متغیر ت
  به عبارت دیگر

)()()()(...)(در مورد متغیر تصادفی گسسته         - 2211
1

nn

n

i
ii xPxxPxxPxxPxXE +++== ∑

=

   

∫در مورد متغیر تصادفی پیوسته                                         -
+∞

∞−

= dxxxPXE )()(      

 ازخواص امید ریاضی عبارت است  -

0))((
)())((

)(
)()(

)(

=−
=

=
±=±

=

xExE
xExEE

xxE
xExE

E

ββ
αα

αα

  

)])(([)]([امید مجذور تفاضلات از میانگین همیشه حداقل است         - 22 α−≤− xExExE     
  عبارت است از xامید ریاضی تابعی از  -

513161
13

21
13

4

1)(
4

0

4

=→+=→=
+

→=
+










→= ∑∑
=

aa
aa

xxP
x
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=∑گسسته                            متغیر تصادفیبراي  )()()]([ xfxgxgE  

∫                           پیوسته متغیر تصادفیبراي 
+∞

∞−

= dxxpxgxgE )()()]([  

   )86اقتصاد (با تابع چگالی احتمال زیر چقدر است؟  xامید ریاضی متغیر تصادفی : 3مثال 

   




 ≤≤=

otherwise

x
xxf

0

10
2

1
)(  

1( 5/0  2( 33/1  3( 67/0  4( 33/0   
  :جواب

33.0
6
2

2
1)()(

1

0

2
31

0

1

0

=







=== ∫∫ xdx

x
xdxxxfxE  

  واریانس

با توجه به اینکه میانگین یک متغیر . گویندتصادفی را واریانس آن متغیر تصادفی میمتوسط انحرافات از میانگین یک متغیر 
  را به صورت زیر بنویسیم xتوان واریانس متغیر تصادفی تصادفی در واقع همان امید ریاضی متغیر تصادفی است می

2222222 )()(]))(()(2[))(()( xExExExxExExExExE −=+−=−=−= µσ  

∑∑براي متغیر گسسته داریم                   - −=−= )()()()( 2222 xfxxxfxExEσ   
dxxfxdxxxfxExE ر پیوسته داریم                 براي متغی - ∫∫ −=−= )()()()( 2222σ  
 خواص واریانس عبارت است از  -

)()(
)()(

0)(

222

222

2

xx
xx
σββασ

σββσ

ασ

=±

=

=

  

 خواص انحراف معیار عبارت است از -

)()(

)()(
0)(

xx

xx

σββασ

σββσ

ασ

=±

=

=

  

)12var(5اگر : 4مثال  =+− x  5.1و)( =xE  ،2(2باشند( −xE  88ریزي شهري برنامه(کدام است؟(  

1( 25/1  2( 5/1  3( 75/1  4( 25/2   
  :جواب
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5.1465.34)(4)()2(
5.325.225.1)()var()(

25.1)var(5)var(45)12var(

22

22

=+−=+−=−

=+=+=

=→=→=+−

xExExE
xExxE

xxx
  

  )joint distribution function(تابع توزیع توأم 

اي از متغیرهاي تصادفی تفسیر شود، تغییرات متغیرهاي تصادفی در ارتباط با  زمانی که یک پدیده تصادفی به وسیله مجموعه
مند به رابطه  اغلب علاقهگذاري  گذاران و مدیران سرمایه براي مثال سرمایه. شوند بررسی می) مشترك(یکدیگر و به صورت توأم 

  . هستند هاي داراییهاي مختلف بین بازدهی

),(با  Yو   Xچنانچه شرایط زیر برقرار باشد، تابع احتمال دو متغیر تصادفی  yxf شود نشان داده می  

 حالت گسسته

- 1),(0 ≤≤ yxf 
- 1),( =∑∑

x y
yxf 

  حالت پیوسته

- 0),( ≥yxf 
- 1),( =∫∫ dxdyyxf  

  )cumulative distribution function (cdf)(تابع توزیع تجمعی 

مقداري کمتر یا برابر با یک مقدار  X، احتمال اینکه متغیر تصادفی )دهیمنشان می Fکه با ( تابع توزیع تجمعی یا تابع توزیع
یک برآمد خاص را  این تابع مجموع یا مقدار تجمعی احتمال برآمدهایی کمتر یا برابر با. کندبه خود بگیرد را ارائه می xمشخص 
)()(بنابراین . دهدنشان می xXPxF ≤= .   

  هاي تابع توزیع تجمعیویژگی

- 1)(0 ≤≤ xF 
- )(1)(1)(1)()( xFxXPxXPxXPxXP −=≤−=>→=>+≤  
-  1)()(,0)()( =+∞≤==+∞=−∞≤=−∞ XPFXPF  
- )()( βαβα FF ≤→<  
∑تابع توزیع تجمعی گسسته  -

≤

=≤=
xX

xPxXPxF )()()( 

- )()(...)()()()( 121 iiii xPxPxPxPxXPxF ++++=≤= − 

=≥=∫)  حد پایین تابع چگالی احتمال است α(تابع توزیع تجمعی پیوسته  -
x

dxxfxXPxF
α

)()()(  
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احتمال . باشدبه قرار ذیل می) طول زمان کار دستگاه تا وقتی که از کار بیافتد( xتابع توزیع کمیت تصادفی پیوسته : 5مثال 
TXاینکه دستگاه در طول زمان  =−−>≥∞)  87اقتصاد (از کار بیافتد چقدر است؟  ≤ x

T
xxF 0)exp(1)(   

1( e  2( 1−e  3( 1- 1−e  4( 
T
e 1−

   
  :جواب

1)1(1)(1)(1)( −−
=−−=−=<−=≥ eeTFTXPTXP T

T

  

  جمعیتنحوه محاسبه تابع توزیع 

  متغیر تصادفی گسسته -

  

  با توجه به این رابطه داریم









=
=++=

=
=

1)(
,...,3,2)(...)()(

)()(
)( 1

11

n

ii

xF
nixfxfxF

xfxF
xF  

 متغیر تصادفی پیوسته -
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



<<+
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
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xF
otherwise
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  )binomial distribution( ايتوزیع دوجمله

توانند به صورت موفقیت یا آزمایش که در آن برآمدها میها در یک اي به صورت تعداد موفقیتیک متغیر تصادفی دوجمله
متغیر تصادفی . ها مستقل هستند، براي هر آزمایش ثابت بوده و آزمایشpاحتمال موفقیت، . شودشکست باشند، تعریف می

بنابراین اگر یک آزمایش برنولی مستقل . شودنامیده می متغیر تصادفی برنولیاست  1ها برابر اي که در آن تعداد آزمایشدوجمله
n  بار تکرار شود آنگاه متغیر تصادفی تعداد موفقیت درn چنانچه . اي خواهد بودبار آزمایش مستقل برنولی داراي توزیع دوجمله

برابر  p(x) بار آزمایش مستقل برنولی تعریف شود آنگاه احتمال موفقیت، nها در به صورت تعداد موفقیت xمتغیر تصادفی 
  خواهد بود با

xnxxnx pp
xxn

npp
x
n

xXPxp −− −
−
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  ايامیدریاضی و واریانس متغیر تصادفی دوجمله

آزمایش را  nموفقیت در این  np، بنابراین انتظار pآزمایش انجام شود، احتمال موفقیت در هر آزمایش برابر است با  nاگر 
npxEلذا                    . داریم =)(  

  اي عبارت است از واریانس یک متغیر تصادفی دوجمله

npqnpqpnp =→=−= σσ )1(2  

ها انتخاب شود، تایی از این تراشه 3اگر یک نمونه تصادفی . اي معیوب استهاي تولیدي کارخانهده درصد از تراشه: 6مثال 
  ) 86اقتصاد (احتمال مشاهده حداقل یک تراشه معیوب چقدر است؟ 
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 احتمال موفقیت در یک آزمایش برنولی: 8مثال 
5
کدام  xمشاهده باشد، انحراف معیار  24ها در هر تعداد موفقیت xاگر . است 3

  )87ریزي شهري برنامه(است؟ 

1( 2/1  2( 44/1  3( 4/2  4( 56/2   
  :جواب

4.2
5

12
25

144
5
2

5
324)var(

5
21,

5
3,24 ==→=××==→=−=== σnpqxpqpn  

  اي در تحلیل نوسانات قیمت سهامکاربرد توزیع دوجمله

تنها کافی است که دو برآمد ممکن و احتمال وقوع . اي را براي تحلیل نوسانات قیمت سهام بکار بردتوان یک مدل دوجملهمی
درصد افزایش یا به  1ازه تواند به اندرا در نظر بگیرید که در دوره بعد می Sیک سهم با قیمت کنونی . هر برآمد را تعریف کنیم

 pبرابر است با ) uاحتمال تغییر به سمت بالا، (احتمال تعییر به سمت بالا ). تنها دو برآمد ممکن(درصد کاهش پیدا کند  1اندازه 
) U(براي این مثال فاکتور تغییر به سمت بالا . (p-1)برابر است با ) dاحتمال تغییر به سمت پایین، (و تغییر به سمت پایین 

) D(و فاکتور تغییر به سمت پایین  1.01
01.1
و به احتمال  S(1.01)قیمت سهام به  pبنابراین در دوره بعد به احتمال . 1

(1-p)  بهS/1.01 تغییر خواهد کرد  .  

-دوران متوالی موفقیت درخت دوجملهکلیه ترکیبات ممکن تغییر به سمت بالا و تغییر به سمت پایین در تعدادي از  با نشان دادن
بعد از دو دوره  DUو  UDدو ترکیب . DDو  UU ،UD ،DUبراي دو دوره این ترکیبات عبارتند از . شوداي ساخته می

هر کدام از . دهدو ترتیب برآمدها نتیجه را تغییر نمی S(1.01)/(1.01)=Sقیمت سهام یکسانی را بدست خواهد داد زیرا 
  . اي براي سه دوره در نمودار زیر رسم شده استدرخت دوجمله. اي یک گره استیک شاخه دوجمله مقادیر ممکن در
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=S=50 ،U=1.01 ،Dبا قیمت اولیه سهام 
01.1
هاي احتمالی سهام بعد از دو دوره را توان قیمتمی Prob(U)=0.6و  1

  :بدین صورت محاسبه نمود

- 01.515001.1 2 =×=uuS  6.0(36.0با احتمال( 2 =  

- 5050)01.1
1(01.1 =×=udS  6.0)(4.0(24.0با احتمال( =  

- 505001.1)01.1
1( =×=duS  4.0)(6.0(24.0با احتمال( =  

- 01.4950)01.1
1( 2 =×=ddS 4.0(16.0 با احتمال( 2 =  

بعد از دو دوره  50بدست آید احتمال قیمت سهام معادل  DUو هم از تغییر  UDتواند هم از تغییر می 50از آنجایی که قیمت 
2)6.0)(4.0(48%عبارت است از ) مقدار میانی( در  Prob(U)=0.7و S=50 ،U=1.1اي با درخت دوجمله. ×=

احتمال . برابر با مقدار اولیه است) 50یعنی (توجه داشته باشید که مقدار میانی بعد از دو دوره . نمودار زیر نشان داده شده است
)7.01(9%برابر است با احتمال دو دوره کاهش در قیمت، ) >50(اینکه قیمت سهام بعد از دو دوره پایین بیاید  2 =− .  

  

  

  

  

  
  

اي قیمت داراییها را توان درخت دوجملهمی. گذاري اختیارات استاي قیمت سهام در قیمتکاربردهاي مهم مدل دوجملهیکی از 
  . تر کردها و برآمدهاي ممکن به مسائل واقعی نزدیکبا کاهش طول دوره و افزایش تعداد دوره

  )tracking error(خطاي دنبال کردن 

فاضل بین بازدهی کل یک پورتفو و بازدهی کل معیاري که عملکرد پورتفو با آن مقایسه خطاي دنبال کردن عبارت است از ت 
در یک دوره باشد و در مقابل بازدهی کل % 4براي مثال اگر یک پورتفو از سهام بازار بورس تهران داراي بازدهی کل . شودمی

  . است% -3و باشد، خطاي دنبال کردن این پورتف% 7شاخص بازار بورس تهران برابر با 
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  )uniform distribution function( توزیع احتمال یکنواخت

 حالت گسسته

Nxxنتیجه  Nبه  xاگر در اثر انجام آزمایش  داراي   xگوییم متغیر تصادفی  با احتمال وقوع یکسان دست یابیم، آنگاه می 1,...,
ها برابر با  توزیع یکنواخت گسسته است که احتمال وقوع هر یک از وضعیت

N
  یعنی. است 1

N
xfNi

N
xpxpxpxpxp i

xpxp
N

N

i
i

N
1)(,...,2,1;1)(1)(...)()(1)( )(...)(

21
1

1 =→== →=+++→= ==

=
∑

  هاي توزیع احتمال یکنواخت گسسته ویژگی

- 
N

x
xE i∑=)( 

- 
222

2 ))((








−=

−
= ∑∑∑

N
x

N
x

N
xEx iii

xσ  

  حالت پیوسته

داراي توزیع یکنواخت پیوسته  Xدر هر نقطه از فاصله یکسان باشد، آنگاه متغیر تصادفی  Xچنانچه احتمال وقوع متغیر تصادفی 
βαدر بازه  Xبه عبارت دیگر متغیر تصادفی پیوسته . است << x  داراي چگالی یکنواخت است اگر و فقط اگر تابع چگالی آن

برابر با  Xبه ازاي هر مقدار 
αβ −

βαاز آنجایی که این توزیع پیوسته است با اینکه . باشد 1 << x  باشد اما احتمال وقوع

)(0برابر با صفر است یعنی  Xیک مقدار مشخصی از  0 == xXp.  
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  هاي توزیع یکنواخت پیوسته ویژگی

- βα
αβ

<<
−

= xxf ,1)( 

- 
αβ −

−
=≤≤ 01

10 )( xxxXxp 

- 0)()( =>=< βα XpXp 

- 
2

)( βα +
=xE 

- 
12

)( 2
2 αβσ −

= 

βαنمودار یک توزیع یکنواخت پیوسته در بازه  - << x به شکل زیر است 

  

  

  

  

 تجمعی این توزیع به صورت زیر است نمودار تابع توزیع -

  

  

  

  

  

βαتوزیع : 9مثال 
αβ

<<
−

= xxf )(را در نظر بگیرید،  )(1, 2xE 87اقتصاد : (عبارت است از(  

1( 
)(3

33

αβ
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−
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−  3( 

12
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4
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باشد، واریانس این متغیر تصادفی کدام است؟ 

/1  4( 5/1  

σ

α

f  

ها در  بوده و بسیاري از توزیع) اي یا توزیع زنگوله
تابع چگالی . ربردهاي بسیار زیادي استاین توزیع یک توزیع پیوسته و متقارن است که داراي کا

  :است عبارت است از

f  

µ  2و واریانسσ بستگی دارد .  

  
هاي زیر  با توجه به این نکته حالت. تغییر کند
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



 <

=
otherwise

xf
0

1
3
1

باشد، واریانس این متغیر تصادفی کدام است؟  xتابع چگالی متغیر تصادفی  )(

  2( 75/0  3( 25/

75.0
4
3

12
)14(

12
)(

41
3
1

14
1)(

4,1

22
2 ==

−
=

−
=

<<=
−

=

==

αβσ

βα

xxf

normal distribution(  

یا توزیع زنگوله(هاي طبیعی داراي توزیع نرمال  شود که بسیاري از پدیده
این توزیع یک توزیع پیوسته و متقارن است که داراي کا. حد داراي تقریب نرمال هستند

است عبارت است از 2σو واریانس  µکه داراي توزیع نرمال با میانگین 

+∞<<−∞=






 −

−
xexf

x

;
2

1)(
2

2
1

σ
µ

πσ

µشکل عمومی توزیع نرمال همانگونه که در زیر نشان داده شده به دو پارامتر میانگین 

تغییر کندبنابراین انتظار داریم که شکل منحنی توزیع نرمال با تغییر میانگین و واریانس آن 
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>>اگر : 10مثال 

otherwise

x 4

  )86ریزي شهري  برنامه(

1( 25/0  
  :جواب

normal distribution( توزیع نرمال

شود که بسیاري از پدیده در علم آمار اثبات می
حد داراي تقریب نرمال هستند

که داراي توزیع نرمال با میانگین   xمتغیر تصادفی 

شکل عمومی توزیع نرمال همانگونه که در زیر نشان داده شده به دو پارامتر میانگین 

بنابراین انتظار داریم که شکل منحنی توزیع نرمال با تغییر میانگین و واریانس آن 
  .ممکن است اتفاق بیافتد
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لذا  . از آنجایی که توزیع نرمال متقارن است بنابراین مقدار چولگی آن برابر صفر است

 . شود یعنی کشیدگی توزیع نرمال مقایسه می
براي حالتی که متغیرهاي تصادفی از هم 
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 میانگین دو توزیع برابر اما انحراف معیار آنان متفاوت باشد

  واریانس دو توزیع یکسان اما میانگین آنان متفاوف باشد

  میانگین و واریانس دو توزیع متفاوت باشند

  هاي اصلی توزیع نرمال

از آنجایی که توزیع نرمال متقارن است بنابراین مقدار چولگی آن برابر صفر است
()( =≤ PXP µµ  نما= میانه = و میانگین . 

یعنی کشیدگی توزیع نرمال مقایسه می 3معیار کشیدگی هر توزیع با عدد . 3کشیدگی توزیع نرمال برابر است با 
براي حالتی که متغیرهاي تصادفی از هم . متغیرهاي با توزیع نرمال نیز داراي توزیع نرمال است از یک ترکیب خطی
 مستقل باشند داریم

1σ

2σ

1σ
2σ

1σ

2σ

21 µµ =

1µ 2µ

 

1µ 2µ
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میانگین دو توزیع برابر اما انحراف معیار آنان متفاوت باشد -

واریانس دو توزیع یکسان اما میانگین آنان متفاوف باشد -

میانگین و واریانس دو توزیع متفاوت باشند -

هاي اصلی توزیع نرمال ویژگی

از آنجایی که توزیع نرمال متقارن است بنابراین مقدار چولگی آن برابر صفر است -
5.0) =≤ Xµ

کشیدگی توزیع نرمال برابر است با  -
یک ترکیب خطی -

مستقل باشند داریم
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xif i ≈ 

یعنی دنباله سري . کنند شوند اما به صفر میل نمی

اي از مقادیر حول برآمد مورد انتظار است که انتظار داریم برآمد واقعی در 
اي است که ما انتظار  دامنه% 95براي مثال فاصله اطمینان 

امید (زیع نرمال این فاصله اطمینان بر اساس مقدار انتظاري 
گیري  شود و نوسانات آن که با انحراف معیار آن متغیر اندازه

برآمدها در فاصله یک انحراف معیار % 68
   .تر از امید ریاضی قرار دارند انحراف معیار بالاتر و پایین

سه فاصله . برآورد نمود sو  Xرا به صورت

.  

.  

.  

چنانچه . است% 18در سال و انحراف معیار بازدهی متوسط آن 

96.1±X  
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),(),( 2

1

2 σµσµ nnNxiN
n

i
i ≈→∀≈ ∑

=

شوند اما به صفر میل نمی تر از میانگین کوچکتر و کوچکتر می برآمدهاي بالاتر و پایین
 . کند شود اما تا بینهایت ادامه پیدا می

  معین فاصلهتعیین احتمال قرار گرفتن یک متغیر با توزیع نرمال در یک 

confidence interval (اي از مقادیر حول برآمد مورد انتظار است که انتظار داریم برآمد واقعی در  دامنه
براي مثال فاصله اطمینان . درصد مشخصی از تعداد دفعات انجام آزمایش در آن دامنه قرار گیرد

زیع نرمال این فاصله اطمینان بر اساس مقدار انتظاري براي یک تو. از اوقات در آن قرار گیرد% 95
شود و نوسانات آن که با انحراف معیار آن متغیر اندازه اي نامیده می متغیر تصادفی، که گاهی اوقات برآورد نقطه

68وزیع نرمال همانگونه که در نمودار زیر نشان داده شده براي هر متغیر تصادفی با ت
انحراف معیار بالاتر و پایین از برآمدها در فاصله دو% 95تر از امید ریاضی و تقریباً 

را به صورتتوان آنها در عمل معمولاً مقادیر واقعی میانگین و انحراف مشخص نیستند اما می
  اطمینان که بیشتر کاربرد دارند عبارتند از

sXعبارت است از  Xبراي % 90 sXتا  −65.1 65.1+.
sXعبارت است از  Xبراي % 95 sXتا  −96.1 96.1+.
sXعبارت است از  Xبراي % 99 sXتا  −58.2 58.2+.

در سال و انحراف معیار بازدهی متوسط آن % 5/10گذاري  بازدهی متوسط یک صندوق سرمایه
  براي بازدهی سال بعد چقدر است؟% 95 بازدهی تقریباً نرمال باشد، فاصله اطمینان

96.15.1096)18(78.24%تا  45.78% −=±=s

%95)78.45%78.24( =<<− RP 
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برآمدهاي بالاتر و پایین احتمال -
شود اما تا بینهایت ادامه پیدا می بسیار نازك می

تعیین احتمال قرار گرفتن یک متغیر با توزیع نرمال در یک 

confidence interval(فاصله اطمینان 
درصد مشخصی از تعداد دفعات انجام آزمایش در آن دامنه قرار گیرد

95داریم متغیر تصادفی در 
متغیر تصادفی، که گاهی اوقات برآورد نقطه) ریاضی

  . باشد شود، می می

همانگونه که در نمودار زیر نشان داده شده براي هر متغیر تصادفی با ت
تر از امید ریاضی و تقریباً  بالاتر و پایین

  

  

  

  

  

  

در عمل معمولاً مقادیر واقعی میانگین و انحراف مشخص نیستند اما می
اطمینان که بیشتر کاربرد دارند عبارتند از

90فاصله اطمینان  -
95فاصله اطمینان  -
99فاصله اطمینان  -

بازدهی متوسط یک صندوق سرمایه  :11مثال 
بازدهی تقریباً نرمال باشد، فاصله اطمینان
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  . سال در این فاصله باشد 100سال از  95از اوقات یا % 95رود که بازدهی سالانه  یعنی انتظار می

  نقش همبستگی در توزیع نرمال چندمتغیره

استفاده کرد اگر کلیه متغیرهاي تصادفی داراي توزیع متغیرهاي تصادفی پیوسته  توضیحتوان از توزیع نرمال چندمتغیره براي  می
همانگونه که قبلاً اشاره شد یک ترکیب خطی از متغیرهاي تصادفی با توزیع نرمال نیز داراي توزیع نرمال خواهد . نرمال باشند

  . بازدهی پورتفو نیز داراي توزیع نرمال خواهد بود باشد براي مثال اگر بازدهی هر سهم در یک پورتفو داراي توزیع نرمال. بود

. توان با میانگین و واریانس متغیرهاي تصادفی توضیح داد یک توزیع نرمال چندمتغیره را نیز میمتغیره  همانند توزیع نرمال یک
گی است که توزیع چندمتغیره همبستگی ویژ .اما در توضیح توزیع نرمال چندمتغیره همبستگی دو به دوي بین متغیرها مهم است

  . همبستگی در واقع بیانگر وجود رابطه خطی بین دو متغیر تصادفی است. کند را از توزیع یک متغیره تفکیک می

توان با استفاده از سه  دارایی را می nبا استفاده از بازدهی داراییها به عنوان متغیر تصادفی توزیع نرمال استاندارد براي بازدهی 
  از پارامترهاي زیر به طور کامل توضیح دادمجموعه 

-  nمیانگین n  ها  سري از بازدهی),...,,( 21 nµµµ 
- n واریانس n  ها  سري از بازدهی),...,,( 22

2
2
1 nσσσ 

- )1(5.0 −nn همبستگی دو به دو 

  )standard normal distribution(توزیع نرمال استاندارد 

). N~(0,1)(است  1استاندارد توزیع نرمالی است که به نحوي استاندارد شده که میانگین آن صفر و واریانس آن توزیع نرمال 
تعداد انحراف معیارهایی  zمقدار . مشاهده باید محاسبه شود zبراي استاندارد کردن یک مشاهده از یک توزیع نرمال معین، مقدار 

استانداردسازي فرایندي است که در آن مقدار مشاهده . میانگین جامعه فاصله دارد دهد که یک مشاهده داده شده از را نشان می
)x~Nکه  xنحوه استاندارد کردن متغیر تصادفی . شود خود تبدیل می zشده یک متغیر تصادفی به مقدار  µ ,σ به صورت  (

  د باش زیر می

z~N(0,1) = →
−
σ

µx  =z
میانگین  جامعه  مقدارمشاهده شده

  انحراف معیار

ابتدا با  ، 2σو واریانس  µبا توزیع احتمال نرمال با میانگین  xبراي محاسبه احتمال در هر بازه زمانی براي متغیر تصادفی 
استفاده از 

σ
µ−x  فرم نرمال استاندار را بدست آورده و سپس با استفاده از جدول نرمال استاندارد مقدار احتمال مورد نظر را

  :آوریم بدست می
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جدولی است که شامل مقادیر تولید شده با استفاده از تابع توزیع تجمعی توزیع نرمال استاندارد یا 
توجه . P(Z<z)است که کمتر از یک مقدار مشخص است یعنی 

  

(گیرند؟  قرار می 26و  38ها بین دو عدد 

95  4( 7/99  

(21)3(21
2

3226()3826(

)3()3(

−=−<−=

−
=<<

=>=−< −

PZP

PxP

SZPZP

  

و مجموع مربعات  840ها  مجموع این داده
  )87حسابداري و مدیریت 

  )5و10( )4  )4
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33.0)44.0( =−<ZP . میانگین این

4( 12  
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جدولی است که شامل مقادیر تولید شده با استفاده از تابع توزیع تجمعی توزیع نرمال استاندارد یا  zجدول توزیع نرمال یا جدول 
است که کمتر از یک مقدار مشخص است یعنی  zاحتمال مشاهده مقدار  zبنابراین مقادیر جدول 

F(-Z) = 1.  مقدارz نامند ی میجدول را مقدار بحران .  

  مقدار بحرانی        

ها بین دو عدد  ، تقریباً چند درصد از داده4 و واریانس 32در یک توزیع نرمال با میانگین 
  )85حسابداري و مدیریت 

  2( 3/92  3( 4/95

%74.990013.021)3

(1)33()
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323832
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مجموع این دادهنگار فراوانی مطلق متقارن  بندي شده نمودار بافت داده آماري دسته
حسابداري و مدیریت ( گیرند؟ ها در کدام بازه قرار می درصد از داده 95

4و10( )3  )5و9( )2  

  تعریف ماینگین و واریانس
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)8.9(67.0داریم  5در یک توزیع نرمال با انحراف معیار  =≥xP  33و
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2( 9  3( 11  

سطح اطمینان
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جدول توزیع نرمال یا جدول 
F(Z) بنابراین مقادیر جدول . است

F(Z)-1 = (داشته باشید که 

      

در یک توزیع نرمال با میانگین : 12مثال 
0013.03 =−

∞−S) ( حسابداري و مدیریت

1( 6/89  
  :جواب

)3()3 >−−< ZP

داده آماري دسته 120در : 13مثال 
95تقریباً . باشد می 6150آنها 

  )4و9( )1
  :جواب

تعریف ماینگین و واریانسبر اساس 

5

در یک توزیع نرمال با انحراف معیار   :14مثال 
GIS 86( توزیع کدام است؟

1( 8  
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  :جواب

1244.0
5

8.967.0)44.0(1)44.0(

),
5

8.9()
5

8.9(67.0)8.9(

=→=
−

→=−<−=−>

−
≥=

−
≥

−
→=≥

µµ

µµ
σ

µ

ZPZP

ZPxPxP
  

  نرمالتوزیع نرمال و توزیع لگاریتمی 

xexاز آنجایی که . داراي توزیع نرمال است xشود که در آن  تولید می xeتوزیع لگاریتمی نرمال با استفاده از تابع  =)ln( ،
در شکل زیر تفاوت توزیع نرمال و توزیع لگاریتمی نرمال . لگاریتم یک متغیر تصادفی لگاریتم نرمال داراي توزیع نرمال است

  نشان داده شده است

  

  

  

  

  بنابراین

 توزیع نرمال لگاریتمی به سمت راست چوله است -
سازي قیمت داراییها که هرگز مقدار منفی  لذا این توزیع در مدل. توزیع نرمال لگاریتمی از پایین به صفر محدود است -

 . گیرد گیرند مورد استفاده قرار می به خود نمی

% -100تر از سازي قیمت داراییها در طول زمان استفاده شود، احتمال بازدهی کم ها براي مدل چنانچه از یک توزیع نرمال بازدهی
سازي نسبت  استفاده از توزیع نرمال لگاریتمی در مدل. قبول شده که به معنی قبول امکان کمتر از صفر بودن قیمت دارایی است

نسبت قیمت عبارت است از قیمت دارایی در انتهاي دوره تقسیم بر قیمت دارایی در ابتداي . برد ها این مشکل را از بین می قیمت
01(دوره  SS ( و برابر است با) توان به سادگی  براي رسیدن به قیمت دارایی در پایان دوره می. )1+ دوره نگهداري بازدهی

از آنجایی که توزیع نرمال لگاریتمی داراي حداقل مقدار صفر است، . نسبت قیمت را به قیمت دارایی در ابتداي دوره ضرب کرد
با بازدهی دوره نگهداري برابر با  نسبت قیمت برابر با صفر متناظر. تواند کمتر از صفر باشد قیمت دارایی در انتهاي دوره نمی

تغییر به سمت بالا و تغییر به سمت پایین براي نسبت قیمت ) ضرایب(اي ما از اصطلاح  در بحث درخت دوجمله. است% -100
  . استفاده کردیم

   

 
 توزیع نرمال 

 توزیع نرمال لگاریتمی
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  تفاوت بین نرخ بازده مرکب گسسته و پیوسته 

براي مثال دوره شش  ت که درآن دوره مرابحه گسسته استبازده مرکب گسسته بازدهی مرکبی است که با آن آشنا هستیم اس
 10 سالانهبراي نرخ بازده . بازده مؤثر سالانه بیشتر خواهد بود  هر چه قدر دوره زمانی مرابحه بیشتر باشد، .ماهه یا سه ماهه

25.101% بازده مرکب شش ماهه بازده مؤثري برابر با، درصد
2
10.01

2

=−





 بازده مرکب ماهانه بازده مؤثري برابر با  و +

%47.101
12
10.01

12

=−





 در . بازده مرکب روزانه یا حتی ساعتی بازده مؤثر بالاتري را تولید خواهد کرد. دهد بدست می +

رخ مؤثر ن. شود شوند بازده مرکب گسسته تبدیل به بازده مرکب پیوسته می تر می تر و کوتاه ها کوتاه حالت حدي زمانی که دوره
  توان بر اساس رابطه زیر محاسبه نمود را می ccRسالانه بر اساس مرابحه مرکب با نرخ سالانه 

1−ccRe   =نرخ مؤثر سالانه  

روش براي پیدا کردن  توان از این می. از نرخ مؤثر سالانه بدست آوردتوان نرخ بازده مرکب پیوسته را  می lnبا استفاده از تابع   
01(از آنجایی که . کند استفاده کرد اي که نرخ دوره نگهداري مشخصی را ایجاد می نرخ بازده مرکب پیوسته SS) = ( بازدهی

ن نشا HPRچنانچه نرخ دوره نگهداري را با . توان محاسبات را مستقیماً از نسبت قیمت انجام داد ، می)1+ دوره نگهداري 
  نرخ بازده مرکب پیوسته عبارت است از  دهیم،

ccRHPR
S
S

=+=







)1ln(ln

0

1  

  :عبارت است از ccRسال با نرخ بازده مرکب سالانه  Tدر حالت کلی بازده دوره نگهداري بعد از 

1−= ×TR
T

cceHPR  
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  فصل سوم 
    

  

  گیري و برآورد نمونه
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  ) sampling error( گیري نمونه خطاي و) simple random sampling( تصادفی سادهگیري  نمونه

انتخاب نمونه به روشی است که هر فرد یا جزء از جامعه مورد مطالعه احتمال یکسانی در انتخاب  گیري تصادفی ساده روش نمونه
گیري تصادفی منظم یا سیستماتیک است که در آن در هر  گیري تقریبی نمونه روش دیگر نمونه. شدن در نمونه را داشته باشند

شود در حالی که هر ویژگی جامعه با  با آماره نشان داده می هر ویژگی یک نمونه. شود امین عضو از جامعه انتخاب میnمرحله 
مقدار آماره در . براي مثال میانگین نمونه یک آماره است در حالی که میانگین جامعه یک پارامتر است. شود پارامتر نشان داده می

 .ارامتر یک جامعه کمیت ثابتی استپمتغیر تصادفی است در حالی که هر نمونه ممکن است متفاوت باشد بنابراین آماره خود یک 
  . بین آماره نمونه و پارامتر جامعه متناظر با آن است گیري تفاوت خطاي نمونه

  )  stratified random sampling(اي یا گروهی  گیري تصادفی طبقه نمونه

هاي کوچکتر بر اساس یک یا  بندي شده براي تفکیک کردن جامعه به گروه اي از یک سیستم طبقه گیري تصادفی طبقه نمونه
. شوند ها با هم جمع می براي هر زیرگروه یا طبقه یک نمونه تصادفی انتخاب شده و نمونه. کند چند ویژگی متمایز استفاده می

  . شود ت طبقات به حجم جامعه تعیین میحجم هر نمونه از هر طبقه بر اساس نسب

بندي اوراق  اي معمولاً براي شاخص  گیري طبقه به دلیل مشکلات و هزینه مربوط به گزارش کامل کلیه انواع اوراق قرضه، نمونه
سررسید، در این مورد اوراق قرضه در یک جامعه بر اساس بالاترین عامل ریسک ورقه قرضه مانند دوره، . شود قرضه استفاده می

ها از هر طبقه مجزا استخراج شده و با هم ترکیب شده تا نمونه نهایی  آنگاه نمونه. شوند بندي می نرخ کوپن و مانند اینها طبقه
  . تعیین شود

  گیري  توزیع نمونه

گیري  توزیع نمونه. تشخیص اینکه آماره نمونه خود یک متغیر تصادفی است و بنابراین داراي توزیع احتمال است اهمیت دارد
هاي با حجم یکسان که به صورت تصادفی از  اي از نمونه هاي ممکن است که از مجموعه آماره نمونه توزیع احتمال کلیه آماره

  . اي میانگین یا انحراف معیار بدست آورد توان توزیع نمونه براي مثال می. آید اند، بدست می یک جامعه انتخاب شده

  )cross-sectional data( هاي مقطعی و داده )time-series data( هاي سري زمانی تفاوت بین داده

. اند دست آمدهدر طول یک دوره زمانی و در فاصله زمانی مشخص و برابر بهاي سري زمانی شامل مشاهداتی هستند که  داده
یک سري زمانی را تشکیل  1390تا فروردین  1380براي مثال بازدهی کل بورس اوراق بهادار تهران در دوره زمانی فرودین 

  .دهد می

براي مثال نمونه گزارش . اند آمده  اي از مشاهداتی هستند که در یک نقطه خاص از زمان گرفته بدست هاي مقطعی نمونه داده
P/E هاي  کلیه شرکتNASDAQ  هاي مقطعی است یک نمونه با داده 2010دسامبر  31در .  
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  قضیه حد مرکزي

و واریانس محدود  µاز یک جامعه با میانگین  nساده با حجم  هاي تصادفی قضیه حد مرکزي بیانگر این است که براي نمونه
2σاي میانگین نمونه  ، با افزایش حجم نمونه توزیع نمونهx  به توزیع احتمال نرمال با میانگینµ  و واریانس

n

2σ  میل
ضیه و ساختن فاصله اطمینان قضیه حد مرکزي از کاربرد بسیاري برخوردار است زیرا بکارگیري توزیع نرمال در آزمون فر. کند می

، بدون توجه به توزیع )است n≤30که معمولاً به معنی (تا زمانی که حجم نمونه به اندازه کافی بزرگ است . بسیار آسان است
   .هاي خاصی در مورد میانگین جامعه انجام داد توان استنباط جامعه بر اساس میانگین نمونه می

  قضیه حد مرکزي عبارت است از هاي مهم ویژگی

توجه . نرمال خواهد بود  ها تقریباً نمونه  اي میانگین ، توزیع نمونه)n≤30(اگر حجم نمونه به اندازه کافی بزرگ باشد -
شوند،  به طور مداوم از یک جامعه انتخاب می  nهاي تصادفی با حجم  نمونه. داشته باشید که مفهوم این قضیه چیست

هاي تصادفی میانگین خود را دارند که خود یک متغیر تصادفی است و این مجموعه میانگین  هر کدام از این نمونه
 . ها داراي توزیعی است که تقریباً نرمال است نمونه

 . هاي نمونه برابر است ین، و میانگین توزیع کلیه میانگµمیانگین جامعه  -

واریانس توزیع میانگین نمونه برابر است با  -
n

2σ یعنی واریانس جامعه تقسیم بر حجم نمونه . 

 زمانی که انحراف معیار جامعه،. ها میانگین نمونه عبارت است از انحراف معیار توزیع میانگین نمونه استانداردخطاي  -

σ  میانگین نمونه عبارت است از    استانداردمشخص است، خطاي    
nx

σσ = 

در این حالت از خطاي استاندارد نمونه به جاي انحراف معیار جامعه . معمولاً انحراف معیار جامعه مشخص نیست -

شود بنابراین در این حالت  استفاده می
n
ss

n
ss xx =→=

2
2 

همچنین با افزایش حجم نمونه خطاي  .شود حجم نمونه میانگین نمونه به میانگین جامعه نزدیکتر میبا افزایش  -
 . یابد استاندارد کاهش می

اگر تعداد خواهد بود  1داراي واریانس  2و انحراف معیار  10هاي نمونه یک جامعه نامحدود با میانگین  توزیع میانگین  :1مثال 
             )74ریت مدی: (نمونه عبارت باشد از

1( 4  2( 10  3( 16  4( 33  
  :جواب

421 =→=→= n
nnx

σσ  
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اي که داراي انحراف  تایی از جامعه n=  64بر اساس حجم نمونه ) xσ(اي  اگر بخواهیم انحراف معیار میانگین نمونه: 2مثال 
  )82اقتصاد (است به نصف کاهش یابد، حجم نمونه باید چند تا شود؟  6معیار 

1( 128  2( 182  3( 256  4( 320  
  : جواب

2566444
42

1
2
1

=×=→→→″=′ n
nnxx

σσσσ  

  )برآورد فاصله اطمینان(  اي برآورد فاصلهاي و  برآورد نقطه

فرمول مورد استفاده براي محاسبه . گیرد اي مقدار آماره نمونه براي برآورد پارامتر جامعه مورد استفاده قرار می در برآورد نقطه
ست و با استفاده از ا µیک برآوردگر میانگین جامعه  xبراي مثال میانگین نمونه . شود اي برآوردگر نامیده می برآورد نقطه

       . شود فرمول زیر محاسبه می
n

x
x ∑=  

سطح  α .در آن قرار گیرد α−1با احتمال مشخص  رود پارامتر جامعه اي از مقادیري است که انتظار می فاصله اطمینان دامنه
فاصله اطمینان با کم و زیاد کردن یک مقدار  .شود نامیده میدرجه اطمینان  α−1براي فاصله اطمینان و احتمال  اطمینان
  در حالت کلی فاصله اطمینان به شکل زیر است .آید اي پارامتر جامعه بدست می به برآورد نقطه مناسب

  اي برآوردکننده نقطه ±) اطمینان ضریب × خطاي استاندارد(

اي در فاصله  اي و احتمالی که برآوردکننده نقطه اي برآوردکننده نقطه عددي است که به توزیع نمونه ضریب اطمینانکه در آن   
  نان میانگین داریمبراي مثال در مورد فاصله اطمی. بستگی دارد) α−1(  گیرد اطمینان قرار می

εµεε +<<−→± xxx x  

  هاي لازم براي یک برآوردکننده مطلوب ویژگی

تر  ها را از بقیه مطلوب هاي آماري خاصی وجود دارند که برخی از برآوردکننده ویژگی  ،)اي اي یا فاصله نقطه(فارغ از نوع برآورد 
  . سازگاريو  کارایی، نااریبیهاي مطلوب عبارتند از  این ویژگی. سازند می

براي . اي است که امیدریاضی آن برابر با پارامتري است که سعی دارد آن را برآورد کند برآوردکننده نااریب برآوردکننده  -
، بنابراین میانگین نمونه یک برآوردکننده µ=)(xEمثال امیدریاضی میانگین نمونه برابر است با میانگین جامعه 

است اگر  λیک برآوردکننده نااریب پارامتر  λ̂به عبارت دیگر برآوردکننده . نااریب میانگین جامعه است
0)ˆ( =− λλE . بنابراین میزان اریب یا تورش برآوردکنندهλ̂  برابر است باλλλλ −=− )ˆ()ˆ( EE . 

هاي  اي آن برآوردکننده کمتر از کلیه برآوردکننده یک برآوردکننده نااریب کارا نیز هست اگر واریانس توزیع نمونه -
. تبراي مثال میانگین نمونه یک برآوردکننده نااریب و کاراي میانگین جامعه اس. نااریب دیگر پارامتر مورد نظر باشد
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شود یعنی  تعریف می 1̂λبه  2λ̂واریانس به صورت نسبت  2λ̂و  1̂λکارایی نسبی دو برآوردکننده نااریب 
)ˆvar(
)ˆvar(

1

2

λ
λ

1است اگر  2λ̂کاراتر از  1̂λبنابراین . 
)ˆvar(
)ˆvar(

1

2 >
λ
λ. 

با . یابد اي است که صحت برآورد پارامتر در آن با افزایش حجم نمونه افزایش می یک برآوردکننده سازگار برآوردکننده -
تر و  اي حول میانگین جامعه جمع یابد و توزیع نمونه افزایش حجم نمونه خطاي استاندارد میانگین نمونه کاهش می

. کند کند، خطاي استاندارد به صفر میل می ه سمت بینهایت میل میدر واقع زمانی که حجم نمونه ب. شود تر می فشرده
 . شود اي تباهیده شده و میانگین نمونه برابر با میانگین جامعه می در این حالت توزیع نمونه

. کند میل می............ به سمت  xکند   به سمت بینهایت میل می nیک آماره سازگار است چون وقتی  xآماره : 3مثال 
  )83مدیریت (

1( ∞  2( xNµ  3( xµ  4( صفر  
  :جواب

  . صحیح است 3چون میانگین نمونه برآوردکننده سازگار میانگین جامعه است پس گزینه 

  )2χ(دو  توزیع کاي

خواهد   vدو با درجه آزادي  توزیع نرمال استاندارد به توان دو رسیده و با هم جمع شوند این مجموع داراي توزیع کاي vچنانچه 
  . بود

∑∑ 






 −
==→=







 −
=

v

i i

ii
v

i
iv

i

ii xZvixZ
2

22;,...1,
σ

µ
χ

σ
µ  

داراي  yو متغیر تصادفی  1vدو با درجه آزادي  داراي توزیع کاي xدو چنانچه متغیر تصادفی  بنابراین بر اساس تعریف توزیع کاي
  باشد آنگاه  2vدو با درجه آزادي  توزیع کاي

2
21 vvyx ±≈± χ  

چولگی آن کاهش یافته و به سمت  n<10یعنی درجه آزادي کم داراي چولگی مثبت بوده و براي  n≥10این توزیع براي
  . کند نرمال میل می

  )فیشر( Fتوزیع 

این توزیع داراي دو پارامتر . آید اند بدست می دو که هر کدام بر درجه آزادي خود تقسیم شده از تقسیم دو توزیع کاي Fتوزیع 
عبارت  2vو  1vبا درجه آزادي   Fبنابراین توزیع . دو در صورت و مخرج آن هستند باشد که همان درجه آزادي توزیع کاي می

  است از
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2

2
1

2

,
2

1

21

v

vF
v

v

vv χ

χ

=  

 Fهاي توزیع  ویژگی

 .تنها یک نما دارد -
 .داراي چولگی مثبت است -

- 
12

21
,,2

,,21

1

vv
vv F

F
α

α =
−

 

- ( ) v
vvv

v
v

v F

vv

Z

v

Zt

v

Zt ,12

2
1

2

2

2

2

2

2
1 ===



















=→=
χ

χ

χχχ
 

 t-studentتوزیع 

این توزیع، توزیع مناسب . اي شکل است که نسبت به میانگین متقارن است یک توزیع زنگوله tیا توزیع  t-studentتوزیع 
اي با واریانس نامعلوم و توزیع نرمال یا تقریباً نرمال  از جامعه) n<30(هاي کوچک  براي ساختن فاصله اطمینان بر اساس نمونه

توزیع قضیه حد مرکزي  بر اساس کافی بزرگ است به نحوي که زمانی که واریانس جامعه نامعلوم و حجم نمونه به اندازه. است
  . استفاده نمود tتوان از توزیع  اي تقریباً نرمال است نیز می نمونه

با  tمفروض باشد آنگاه توزیع  Zو مستقل از  vدو با درجه آزادي  داراي توزیع نرمال استاندارد و متغیر تصادفی کاي Zچنانچه 
  واهد بود بابرابر خ  vدرجه آزادي 

v

Zt
v

v 2χ
=  

  tتوزیع  هاي ویژگی 

 .این توزیع متقارن است -
درجه آزادي آن براي میانگین نمونه برابر است با تعداد ). df(شود، درجه آزادي  این توزیع با یک پارامتر تعریف می -

 .  n-1مشاهدات نمونه منهاي یک، 
بنابراین در آزمون . تر است یعنی دنباله آن پهن. در دنباله این توزیع نسبت به توزیع نرمال احتمال بیشتري وجود دارد -

 . تر است مشکل  zرد فرضیه صفر نسبت به توزیع  tفرضیه با استفاده از توزیع 
این . شود استاندارد نزدیک می به توزیع نرمال tشکل توزیع ) یعنی افزایش حجم نمونه(با افزایش درجه آزادي آن  -

  . موضوع در نمودار زیر نشان داده شده است
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 برابر است با   tبا توزیع  xامید ریاضی و واریانس متغیر تصادفی  -

2,
2

)(;1,0)( 2 >
−

=>= n
n

nxnxE σ 

  

  

  

  

  

  با توزیع نرمال محاسبه و تفسیر فاصله اطمینان براي میانگین جامعه

 واریانس جامعه مشخص باشد )1

توان  باشد، فاصله اطمینان براي میانگین جامعه را می 2σو واریانس مشخص µچنانچه جامعه داراي توزیع نرمال با میانگین 
  . به صورت زیر محاسبه نمود

ασµσσ
ααα −=+<<−→± 1)(

222 n
Zx

n
ZxP

n
Zx  

که در آن 
2

αZ  یعنی یک متغیر تصادفی نرمال استاندارد که احتمال قرار گرفتن آن در دنباله سمت راست . استضریب اطمینان

2
α گیرند عبارتند از هایی که بیشتر مورد استفاده قرار می ضریب اطمینان. است  

- 645.1
2

=αZ  5و براي هر دنباله   %10سطح اطمینان % (90براي فاصله اطمینان (%  

- 960.1
2

=αZ  5/2و براي هر دنباله   %5سطح اطمینان % (95براي فاصله اطمینان (%  

- 757.2
2

=αZ  5/0و براي هر دنباله   %1سطح اطمینان % (99براي فاصله اطمینان (%   

و  Z=−960.1براي مثال در مورد دوم این موضوع بدین معنی است که احتمال زیر منحنی نرمال استاندارد بین 
960.1+=Z  تر  درصد احتمال قرار گرفتن در دنباله پایین 5/2به دلیل متقارن بودن توزیع نرمال استاندارد %. 95برابر است با
960.1−=Z  960.1و بالاتر از+=Z باشد می .  

گیري مکرر از جامعه و ساختن فاصله اطمینان براي میانگین هر  تفسیر آماري فاصله اطمینان به این شکل است که بعد از نمونه
تفسیر کاربردي فاصله . گیرند درصد از فواصل اطمینان بدست آمده میانگین جامعه را در بر می α−1در بلندمدت   نمونه،

درصد مطمئن هستیم که میانگین جامعه بین  α−1اطمینان به این شکل است که 
n

Zx σ
α

2
و  −

n
Zx σ

α
2

قرار  +

  . گیرد می
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 باشدواریانس جامعه مشخص ن )2

  . براي ساختن فاصله اطمینان استفاده نمود tتوان از توزیع  می  چنانچه توزیع جامعه نرمال باشد اما واریانس آن مشخص نباشد،

αµ ααα −=+<<−→± 1)(
222 n

stx
n
stxP

n
stx  

که در آن 
2

αt  ضریب اطمینان متناظر با یک متغیر تصادفی با توزیعt  1با−n درجه آزادي است که n حجم نمونه است .

در سمت راست  tتوزیع سطح زیر دنباله 
2

αt  2برابر است با
α و

n
s  خطاي استاندارد میانگین نمونه وs  انحراف معیار

توانیم به ضرایب  بنابراین نمی به حجم نمونه بستگی دارد tضریب اطمینان توزیع برعکس توزیع نرمال استاندارد، . نمونه است
به دلیل  .مراجعه کنیم tباید به جدول توزیع   tبنابراین براي بدست آوردن ضریب اطمینان توزیع . اطمینان معمول تکیه کنیم

( tفاصله اطمینان ساخته شده با استفاده از ضریب اطمینان  tتر بودن دنباله توزیع  پهن
2

αt ( بیشتر از فاصله اطمینان ساخته
( Zشده با استفاده از ضریب اطمینان 

2
αZ (است .  

  و هر نوع توزیع بزرگبا استفاده از یک نمونه با حجم  محاسبه فاصله اطمینان براي میانگین جامعه

  . در این حالت حجم نمونه در ساختن فاصله اطمینان مناسب براي میانگین نمونه تأثیرگذار خواهد بود

استفاده  zتوان از آماره  می بر اساس قضیه حد مرکزي چنانچه توزیع نرمال نباشد اما واریانس جامعه مشخص باشد -
  ).n≤30(کرد اگر حجم نمونه بزرگ باشد 

(استفاده کرد اگر حجم نمونه بزرگ باشد  tتوان از آماره  چنانچه توزیع غیرنرمال و واریانس جامعه نامشخص باشد می -
30≥n .( 

توانیم فاصله  نمی 30اي یک نمونه با حجم کمتر کنیم بر گیري می بنابراین زمانی که از یک جامعه غیرنرمال نمونه -
 . اطمینان بسازیم

چنانچه نمونه . کنیم تصادفی باشد اي که ما از جامعه استخراج می بستگی دارد که نمونه ها به این کلیه این تحلیل -
توانیم  شت و نمیهاي مطلوب را نخواهند دا قابل کاربرد نبوده و برآوردهاي ما ویژگیتصادفی نباشد، قضیه حد مرکزي 

 . فاصله اطمینان نااریب بسازیم

فاصله . بوده است 17و  15، 16تایی از دانشجویان کلاسی که داراي توزیع نرمال است،  3نمرات یک نمونه تصادفی : 4مثال 
  )86اقتصاد )    (t≈3(درصد میانگین نمرات دانشجویان کدام است؟  90اطمینان 

1( 7/16-3/15  2( 7/17-3/14  3( 1/18-9/13  4( 3/18-7/13  
  :جواب

  بنابراین n>30به اینکه با توجه 
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اي  انتخاب شده است و میانگین نمونه 16و واریانس  µ تایی از یک توزیع نرمال با میانگین 25کنید یک نمونه فرض : 5مثال 
  )87محیط زیست (براي میانگین جامعه کدام است ؟ % 95یک فاصله اطمینان . است 10برابر با 

1( 
5
810 ±  2( 

5
16210 ×±  3( 

25
3210 ±  4( 

5
16

25
10

±  
  :جواب

  نرمال و واریانس آن مشخص است بنابرایناز آنجایی که توزیع جامعه 

5
810

5
4210

5
496.110

25
496.110

2
±=×±≈×±=×±→±

n
Zx σ

α  

براي %  95یک فاصله اطمینان . ساعت است 350دهد که عمر متوسط نمونه  لامپ نشان می 64یک نمونه تصادفی از : 6مثال 
  )85اقتصاد ( :عبارت است از xσ=100ها با فرض  متوسط طول عمر واقعی لامپ

  5/374تا 5/325 )4  5/449تا 5/250 )3  546تا  154 )2  550تا  150 )1
  :جواب

  داریم n≤30از آنجایی که 

)5.374,5.325(5.24350
8

10096.1350
64

10096.1350
2

=±≈×±=×±→±
n

Zx σ
α  

  گیري تعیین حجم مناسب نمونه و انواع خطاهاي نمونه

گیري کاهش خواهد یافت زیرا با افزایش حجم نمونه  همانگونه که ملاحظه شد هر چقدر حجم نمونه بالاتر باشد خطاي نمونه
اما این دیدگاه که حجم نمونه . یابد اي پارامترهاي جامعه کمتر شده و فاصله اطمینان کاهش می خطاي استاندارد برآوردهاي نقطه

) هاي و بنابراین توزیع(هاي بزرگتر ممکن است مشاهداتی از جوامع  اولاً نمونه. جود داردهایی و بالاتر بهتر است محدودیت
. یابد و حتی ممکن است صحت برآوردکننده کاهش یابد گیري بهبود نمی در این حالت لزوماً خطاي نمونه. مختلف را در بر گیرند

. نسبت به افزایش دقت حاصله از آن سنجیده شود بایدبزرگتر گیري  هزینه نمونه. گیري است یکی از ملاحظات دیگر هزینه نمونه
  . بنابراین ممکن است حجم نمونه بالا همیشه خوب نباشد
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  :گیري عبارتند از خطاهاي نمونه

اي یکسانی براي رسیدن به مدل استفاده کنند تا  گران مکرراً از پایگاه داده افتد که تحلیل کاوي زمانی اتفاق می داده  -
اشاره به نتایجی  )data mining bias( کاوي خطاي داده. کند کشف شود زمانی که مدلی که به خوبی کار می

 . اند کاوي بدست آمده شود زیرا نتایج از طریق داده می دارد که در آن معناداري آماري الگو بیش از حد برآورد
دهد که برخی از داده ها معمولاً به دلیل در  زمانی رخ می )sample selection bias( خطاي انتخاب نمونه -

شود که نمونه مشاهده شده غیر   این عمل باعث می. شوند صورت سیستماتیک از تحلیل حذف می دسترس نبودن به
توان به جامعه تعمیم داد زیرا نمونه مشاهده شده و نسبتی از  شود را نمی و هر استدلالی که از این نمونه می نرمال باشد

 . اند متفاوت هستند جامعه که مشاهده نشده
یک مثال خوب از وجود خطاي . ترین نوع خطاي انتخاب نمونه است معمول )survivorship bias( خطاي ابقاء -

گذاري  هاي اطلاعاتی صندوق سرمایه بیشتر پایگاه. گذاري است ي مطالعه عملکرد صندوق سرمایهگذار ابقاء در سرمایه
هایی که به خاطر ادغام یا بسته شدن دیگر وجود  هایی است که هم اکنون وجود دارند اما صندوق تنها شامل صندوق
 . گذارد ندارند را کنار می

هاي  اي را با استفاده از داده افتد که یک مطالعه رابطه میزمانی اتفاق  )look-ahed bias(نگري  خطاي پیش -
اي را در  براي مثال آزمون کردن قاعده معامله. کند که در زمان انجام آزمون در دسترس نیستند اي آزمون می نمونه

در آن قیمت سهام براي همه شرکتها . نظر بگیرید که بر اساس نسبت قیمت به ارزش دفتري در پایان سال مالی است
. روز بعد از سال مالی در دسترس نباشد 60تا  30زمان در دسترس است اما ارزش دفتري در پایان سال ممکن است تا 

 .براي انجام چنین آزمونی ممکن است از برآوردي از ارزش دفتري استفاده شود
آوري  ها جمع تواند به این خاطر باشد که دوره زمانی که در آن داده می) time-period bias(خطاي دوره زمانی  -

اي را منعکس  چنانچه دوره زمانی خیلی کوتاه باشد ممکن است نتایج تحقیق پدیده. شوند خیلی کوتاه یا خیلی طولانی باشد می
اساسی اقتصادي که پایه نتایج اگر دوره زمانی خیلی طولانی باشد ممکن است روابط . کند که خاص آن دوره زمانی است

  . باشند، تغییر کنند می
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  فصل چهارم
  

  

  

  آزمون فرضیه
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  مقدمه

بنابراین چنانچه زمانی . اي از جامعه است ارزیابی آماري یک ادعا یا یک ایده در مورد یک جامعه بر اساس نمونهآزمون فرضیه 
توان این کار  اما براي نمونه آماري با هر حجمی می توان آزمون فرضیه را انجام داد گرفته شده باشد، نمیکه سرشماري صورت 

هاي بازده  با توجه به داده. میانگین بازده بازار سهام ایران بزرگتر از صفر است: تواند به این شکل باشد براي مثال ادعا می. را کرد
د آزمون فرضیه براي آزمون کردن صحت این ادعا در یک سطح معناداري مشخص استفاده توان از فراین بازار سهام ایران می

  . نمود

  ماري و مراحل انجام آنفرضیه آ

بنابراین در آزمون فرضیه . گیري است یک فرضیه ادعا یا حدسی در مورد مقدار پارامتر جامعه است که برگرفته از اطلاعات نمونه
روش آزمون فرضیه بر اساس آماره نمونه و نظریه . فرضیه درست بودن ادعا و فرضیه نادرست بودن ادعا. دو فرضیه وجود دارد

  . فرایند آزمون فرضیه در نمودار زیر نشان داده شده است. گیرد احتمال براي بررسی درستی یا نادرستی ادعا مورد استفاده قرار می

رضیهف ↓بیان 
↓انتخاب آماره آزمون مناسب

↓تعیین سطح معناداري
گیري تصمیم در مورد فرضیه ↓بیان قاعده 
↓آوري  جمع نمونه و محاسبه آماره نمونه

↓گیري تصمیم در مورد فرضیه
گیري تصمیم بر اساس نتایج آزمون

   

  فرضیه صفر و فرضیه مقابل

اي است که در واقع  این فرضیه. اي است که محقق به دنبال رد آن است دهند، فرضیه نشان می 0Hفرضیه صفر که آن را با 
صفر معمولاً به صورت یک بیان یا ادعاي ساده در  فرضیه. هاي آزمون است شود و مبناي اصلی براي انتخاب آماره آزمون می

00رد میانگین جامعه شامل معمولاً فرضیه صفر مثلاً در مو. شود مورد پارامتر جامعه عنوان می : µµ =H ،00 : µµ ≤H  و
00 : µµ ≥H شود که می µ  0میانگین جامعه وµ میانگین مفروض براي جامعه است .  

  .فرضیه صفر همیشه برابري را در بر دارد :توجه        



کانون کارگزاران بورس و اوراق بهادار   

اي است که در صورت وجود شواهد کافی براي رد فرضیه صفر 
چون زمانی که فرضیه صفر نامعتبر است شما 

  .باشد توانید با آمار فرضیه صفر ثابت کنید، تفسیر این است که فرضیه مقابل صحیح می

شود بستگی  اي که آزمون می قضیهاینکه آزمون یک دامنه است یا دو دامنه به 
براي مثال چنانچه محقق به دنبال آزمون این فرضیه است که آیا بازده سهام بزرگتر از صفر است یا نه باید از آزمون یک 

اده اما اگر محقق به دنبال آزمون فرضیه غیر صفر بودن بازده سهام باشد از آزمون فرضیه دو دامنه استف
در عمل معمولاً آزمونها به . سازد آزمون دو دامنه اجازه انحراف پیدا کردن از دو طرف مقدار مورد فرض را مهیا می

یعنی  1Hو پذیرش فرضیه  0Hاحتمال رد فرضیه 

  

. شود آماره محاسبه شده آزمون با مقدار بحرانی جدول براي این سطح معناداري مقایسه می
مقایسه  ±96.1یعنی  zآماره محاسبه شده آزمون با مقدار بحرانی 

در آن فاصله % 95است که با احتمال  zاي از مقادیر 
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اي است که در صورت وجود شواهد کافی براي رد فرضیه صفر  دهند نتیجه آن را نشان می 1Hیا  
چون زمانی که فرضیه صفر نامعتبر است شما . خواهید ارزیابی کنید در واقع این فرضیه مقابل است که شما می

توانید با آمار فرضیه صفر ثابت کنید، تفسیر این است که فرضیه مقابل صحیح می

    )one-tailed and two-tailed(آزمون فرضیه یک دامنه و دو دامنه 

اینکه آزمون یک دامنه است یا دو دامنه به . تواند یک دامنه یا دو دامنه باشد
براي مثال چنانچه محقق به دنبال آزمون این فرضیه است که آیا بازده سهام بزرگتر از صفر است یا نه باید از آزمون یک 

اما اگر محقق به دنبال آزمون فرضیه غیر صفر بودن بازده سهام باشد از آزمون فرضیه دو دامنه استف
آزمون دو دامنه اجازه انحراف پیدا کردن از دو طرف مقدار مورد فرض را مهیا می

  :توان به صورت زیر ساخت آزمون دو دامنه میانگین جامعه را می





≠
=

0:
0:

1

0

µ
µ

H
H  

  :آزمون دو دامنه عبارت است ازگیري براي یک 

آماره آزمون > مقدار بحرانی بالایی
آماره آزمون <   مقدار بحرانی پایینی

احتمال رد فرضیه . نشان داده شده است با استفاده از توزیع نرمال دو دامنه
  .  نامند

آماره محاسبه شده آزمون با مقدار بحرانی جدول براي این سطح معناداري مقایسه می α در سطح معناداري
آماره محاسبه شده آزمون با مقدار بحرانی  α=05.0براي مثال در سطح معناداري 

025.02 zz ±=± α اي از مقادیر  باشند که دامنه متناظر با می

سطح اطمینان

آزمون فرضیه دودامنه

 عدم رد ناحیه
0H 

 ردناحیه 
0H 

 ردناحیه 
0H 
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 aHکه با فرضیه مقابل 
در واقع این فرضیه مقابل است که شما می. شود گرفته می

توانید با آمار فرضیه صفر ثابت کنید، تفسیر این است که فرضیه مقابل صحیح می هیچ موقع نمی

آزمون فرضیه یک دامنه و دو دامنه 

تواند یک دامنه یا دو دامنه باشد فرضیه مقابل می
براي مثال چنانچه محقق به دنبال آزمون این فرضیه است که آیا بازده سهام بزرگتر از صفر است یا نه باید از آزمون یک . دارد

اما اگر محقق به دنبال آزمون فرضیه غیر صفر بودن بازده سهام باشد از آزمون فرضیه دو دامنه استف. دامنه استفاده شود
آزمون دو دامنه اجازه انحراف پیدا کردن از دو طرف مقدار مورد فرض را مهیا می. شود می

  . صورت دو دامنه هستند

آزمون دو دامنه میانگین جامعه را می

گیري براي یک  قاعده عمومی تصمیم

0H شود اگر رد می :
مقدار
مقدار

دو دامنهدر شکل زیر آزمون 
α نامند را سطح معناداري می

  

 
در سطح معناداري -

براي مثال در سطح معناداري 
مقادیر . شود می

 .گیرد قرار می
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آماره  < 96/1آماره آزمون یا  > -96/1یعنی (اگر آماره محاسبه شده آزمون خارج از دامنه مقادیر بحرانی قرار گیرد  -
 . نه به لحاظ آماري متفاوت از مقدار مورد فرض استگیریم که آماره نمو شود و نتیجه می فرضیه صفر رد می  ،)آزمون

گیریم که آماره نمونه به لحاظ آماري با مقدار  قرار گیرد نتیجه می ±96.1اگر آماره محاسبه شده آزمون در فاصله  -
0µµبراي مثال در مورد آزمون میانگین (مورد فرض متفاوت نیست   . ان فرضیه صفر را رد کردتو و نمی) =

 :توان اینگونه بیان کرد را می α=05.0دو دامنه در  zگیري براي آزمون  بنابراین قاعده تصمیم -

0H شود اگر رد می :
آماره آزمون > −1.96
آماره آزمون < +1.96  

) آماره آزمون(اي آزمون  تابع نمونه 30نامشخص و درجه آزادي کمتر از در آزمون براي جامعه نرمال با انحراف معیار : 1مثال 
  )72مدیریت (  :عبارت است از

1( 
X

Xt
σ

µ0−
=

  
2( 

XS
XZ 0µ−

=

  

3( 
XS

Xt 0µ−
=

  

4( 
X

XZ
σ

µ0−
=

  
  :جواب

  . صحیح است 3است بنابراین گزینه  30کمتر از ) و بنابراین حجم نمونه(با توجه به اینکه جامعه نرمال و درجه آزادي 

بازده میانگین . آوري نموده است روز اخیر را جمع 250هاي بازده یک پورتفوي اختیارات خرید را در دوره  محققی داده: 2مثال 
آزمون . بازده میانگین پورتفوي روزانه برابر با صفر نیستمحقق معتقد است که . است% 25/0و انحراف معیار نمونه % 1/0روزانه 

  .فرضیه اعتقاد محقق را بسازید

  بنابراین . فرضیه صفر آن چیزي است که محقق انتظار دارد رد شود. کنیم ابتدا فرضیه صفر و مقابل را تعیین می
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بالاتر است بنابراین  30از آنجایی که حجم نمونه از . صفر برابري است بنابراین آزمون از نوع دو دامنه استاز آنجایی که فرضیه 
گیري به این  بنابراین قاعده تصمیم. گیرد است مورد استفاده قرار می ±96.1که برابر با % 5در سطح معناداري   zمقدار بحرانی 

  :شکل است

0H 96/1 >آماره آزمون  > -96/1یعنی : (شود اگر رد می(  
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. شود رد می  فرضیه صفر مبنی بر برابر صفر بودن بازده میانگین اختیارات روزانه برابر با صفر است، 1.96<6.33از آنجایی که 
   . شود رد میبه نفع فرضیه مقابل بر اساس انحراف معیار و حجم نمونه باید توجه داشت که فرضیه صفر 



کانون کارگزاران بورس و اوراق بهادار   

از مقدار مورد ) دنباله بالا(یا بیشتر ) دنباله پایین
برابر  αبراي سطح اطمینان  zدر آزمون یک دامنه میانگین جامعه مقدار بحرانی آزمون 

645.105.0 =Z  و براي آزمون فرضیه به

  :میانگین جامعه عبارت است از

گیریم که آماره نمونه به لحاظ آماري بزرگتر از مقدار مورد 

گیریم که آماره نمونه به لحاظ آماري با مقدار مورد فرض 

  

  :این اعتقاد که بازده اختیارات مثبت است را آزمون نمایید

  :شود که بر اساس آن آزمون فرضیه به این شکل خواهد بود
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  :توان به صورت زیر ساخت آزمون یک دامنه میانگین جامعه را می

  آزمون دامنه بالا یا به سمت راست 
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  به سمت پایین یا چپ 





<
≥

0:
0:

1

0

µ
µ

H
H  

دنباله پایین(فرضیه مناسب با توجه به انتظار محقق در مورد اینکه میانگین جامعه کمتر 
در آزمون یک دامنه میانگین جامعه مقدار بحرانی آزمون . شود فرض هست یا نه تعیین می

645داریم % 5مثلاً براي آزمون فرضیه به سمت بالا و سطح اطمینان 

645.105.0داریم % 5سمت پایین و سطح اطمینان  −=− Z .  

میانگین جامعه عبارت است از يبه سمت بالا گیري براي آزمون یک دامنه

گیریم که آماره نمونه به لحاظ آماري بزرگتر از مقدار مورد  باشد نتیجه می αZاگر آماره محاسبه شده آزمون بزرگتر از 
 . کنیم فرض است یعنی فرضیه صفر را رد می
گیریم که آماره نمونه به لحاظ آماري با مقدار مورد فرض  باشد نتیجه می αZاگر آماره محاسبه شده آزمون کمتر از 

 .توان فرضیه صفر را رد کرد تفاوت ندارد یعنی نمی

  .در شکل زیر آزمون دو دامنه با استفاده از توزیع نرمال نشان داده شده است

این اعتقاد که بازده اختیارات مثبت است را آزمون نمایید 2هاي پورتفوي اختیارات در مثال  با استفاده از اطلاعات داده

شود که بر اساس آن آزمون فرضیه به این شکل خواهد بود در این مورد از آزمون یک دامنه استفاده می

سطح اطمینان

آزمون فرضیه یک دامنه

 عدم رد ناحیه
0H 

 ردناحیه 
0H 
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آزمون یک دامنه میانگین جامعه را می

آزمون دامنه بالا یا به سمت راست  -

به سمت پایین یا چپ  آزمون دامنه -

فرضیه مناسب با توجه به انتظار محقق در مورد اینکه میانگین جامعه کمتر 
فرض هست یا نه تعیین می

مثلاً براي آزمون فرضیه به سمت بالا و سطح اطمینان . αZبا خواهدبود 
سمت پایین و سطح اطمینان 

گیري براي آزمون یک دامنه قاعده عمومی تصمیم

اگر آماره محاسبه شده آزمون بزرگتر از   -
فرض است یعنی فرضیه صفر را رد می

اگر آماره محاسبه شده آزمون کمتر از  -
تفاوت ندارد یعنی نمی

در شکل زیر آزمون دو دامنه با استفاده از توزیع نرمال نشان داده شده است

  

با استفاده از اطلاعات داده: 3مثال 

  :جواب

در این مورد از آزمون یک دامنه استفاده می
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  :عبارت است از% 5یک دامنه در سطح معناداري  zگیري براي آزمون  بنابراین قاعده تصمیم

  645/1 >آماره آزمود : شود اگر رد می 0Hفرضیه 

شود و تنها تفاوت در نحوه  آزمون فارغ از اینکه آزمون یک دامنه باشد یا دو دامنه به یک روش محاسبه مینحوه محاسبه آماره 
محاسبه  2بنابراین با توجه به مقدار آماره آزمون که در مثال . است αZ=645.1محاسبه مقدار بحرانی است که در این مورد 

بزرگتر از % 5گیریم که بازده میانگین به لحاظ آماري در سطح معناداري  نتیجه میو فرضیه صفر رد شده و  1.96<6.33شد 
  . صفر است

  فرضیه میانگین تعیین آماره مناسب براي آزمون

مقدار آماره محاسبه . هاي نمونه و مقدار بحرانی آماره آزمون آماره محاسبه شده آزمون از داده: آزمون فرضیه شامل دو آماره است
آماره محاسبه شده آزمون یک متغیر تصادفی . نسبت به مقدار بحرانی گام کلیدي در ارزیابی درستی فرضیه است شده آزمون

مقدار بحرانی براي آماره آزمون یعنی . هاي مختلفی داشته باشد تواند توزیع هاي نمونه و جامعه می است که بسته به ویژگی
   .شود، به توزیع آن آماره بستگی دارد می مقداري که آماره محاسبه شده آزمون با آن مقایسه

به حجم نمونه، توزیع جامعه و اینکه  zیا توزیع  tدر مورد آزمون فرضیه میانگین جامعه استفاده از مقدار بحرانی بر اساس توزیع 
میانگین  همانند بحث مطرح شده در مورد ساختن فاصله اطمینان براي. واریانس جامعه مشخص باشد یا نباشد بستگی دارد

  :جامعه در مورد آزمون فرضیه نیز داریم

براي آزمون فرضیه میانگین  tاگر واریانس جامعه نامشخص باشد و یکی از شرایط زیر وجود داشته باشد از توزیع  -
 :شود جامعه استفاده می

  ) n≤30(حجم نمونه بزرگ باشد  )1
 .توزیع جامعه نرمال یا تقریباً نرمال باشداما   ،)30کمتر از (حجم نمونه کوچک باشد  )2

درجه آزادي براي   n-1با  tدر این حالت آماره . آزمون آماري قابل اتکا وجود ندارد  اگر نمونه کوچک و توزیع غیرنرمال باشد،
  :شود آزمون فرضیه بر اساس رابطه زیر محاسبه می

ns
xtn

0
1

µ−
=−  

از . شود و سطح اطمینان مشخص بدست آمده مقایسه می n-1براي درجه آزادي  tاین آماره با مقدار بحرانی که از جدول توزیع 
  . از کاربرد بسیاري برخوردار است tآنجایی که در دنیاي واقعی معمولاً واریانس جامعه مشخص نیست توزیع 
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براي انجام آزمون فرضیه میانگین جامعه  zت از آزمون زمانی که واریانس جامعه مشخص و توزیع آن نرمال اس -
براي آزمون فرضیه  zآماره . شود نامیده می zآماره  zآماره محاسبه شده آزمون با استفاده از آزمون . شود استفاده می

 :شود صفر میانگین جامعه به صورت زیر محاسبه می

n
xz
σ

µ0−
=  

براي سطوح  zمقدار بحرانی . شود متناظر با سطح اطمینان آزمون مقایسه می zبا مقدار بحرانی  zبراي آزمون یک فرضیه آماره 
  . بهتر است این مقادیر را به ذهن بسپارید. اطمینان معمول در جدول زیر ارائه شده است

  آزمون یک دامنه  آزمون دو دامنه  سطح اطمینان
  +28/1یا  -28/1  65/1±  10%=1/0

  +65/1یا  -65/1  96/1±  5%=05/0
  +33/2یا  -33/2  58/2±  1%=01/0

 :عبارت است از zزمانی که حجم نمونه بزرگ و واریانس جامعه نامشخص است، آماره  -

ns
xz 0µ−

=  

مشاهده  250است اما با  tبه دلیل اینکه واریانس جامعه مشخص نیست آزمون مناسب آزمون  3و  2براي مثال در مورد مثال 
  tو  zبنابراین به دلیل بزرگ بودن حجم نمونه مقادیر بحرانی . نیز مناسب است zشود بنابراین آزمون  نمونه بزرگ تلقی می
  .  بنابراین در این حالت تفاوتی در احتمال رد فرضیه صفر بر اساس دو توزیع وجود ندارد. تقریباً مشابه هم هستند

   

  

  :نمونه تست آزمون

تعداد افراد اعزامی به دو شهر  شهر اعزام کرد به طوي که 3توان به  به چند طریق میشش نفر کارشناس مدیریت را  )1
 برابر نباشند؟ 

1-  60  2- 180  3- 240  4- 360  

در چند . سوار قرار است در یک جاده کمربندي دور شهري مسابقه دهند دوچرخه 43سواري  در یک مسابقه دوچرخه )2
  توانند مقام اول، دوم و سوم را کسب نمایند؟  سواران می حالت دوچرخه

1- 129  2- 2520  3- 2630  4- 5040  

)(7.0برابر فضاي نمونه،  ∪BAاگر  )3 =AP  6.0و)( =BP ،مقدار   باشد)( ABP  چقدر است؟  −′

1- 18/0  2- 3/0  3- 42/0   4- 7/0  

 تا ابتداي خطاي نوع اول و نوع دوم
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گیرند، با کدام احتمال بین هر دو رقم یکسان دو رقم متمایز قرار  به تصادف کنار هم قرار می 1و  1، 2، 2، 3، 3ارقام  )4
 گیرند؟  می

1- 
10
1  2- 

12
1  3- 

15
1  4- 

18
1  

 باشد؟  می 4و یک رقم مضرب  3در یک رمز عبور شش رقمی بدون صفر با کدام احتمال دقیقاً سه رقم مضرب  )5

1- 
8181

320
×

  2- 
8181

640
×

  3- 
2727

80
×

  4- 
2727

160
×

  

احتمال اینکه پست بخصوصی حذف . پست را به علت کمی مراجعه حذف کنند 3خواهند  پست در یک اداره می 10از  )6
 نشود چقدر است؟ 

1- 
9
7  2- 

10
7  3- 

9
3  4- 

10
3  

به تصادف یک . مهره سیاه وجود دارد 2مهره سفید و  3مهره سیاه و در ظرف دوم  4مهره سفید و  1در ظرف اول  )7
سپس از ظرف دوم دو مهره با هم خارج . دهیم مهره از ظرف اول برداشته و بدون رویت در ظرف دوم قرار می

 با کدام احتمال هر دو مهره خارج شده سفید است؟. کنیم می

1- 12/0  2- 18/0  3- 24/0   4- 36/0  

احتمال برخورد چاه حفر شده به نفت حتی . است 4/0مناطق مختلف یک استان احتمال وجود سفره زیرزمینی نفتی در  )8
اگر یک چاه در این استان به تصادف حفر شود، احتمال عدم برخورد آن به . است 3/0در حالت وجود سفره نفتی تنها 

 نفت چقدر است؟

1- 12/0  2- 28/0  3- 30/0   4- 88/0  

و  4/0است و نسبت دختران در این دو کلاس به ترتیب  تعداد دانشجویان کلاس الف دو برابر دانشجویان کلاس ب )9
 احتمال اینکه متعلق به کلاس الف باشد چقدر است؟   اگر دختري به تصادف از این کلاس انتخاب شود،. است 6/0

1-  4/0  2- 6/0  3- 57/0   4- 86/0  

)(4.0اگر  )10 1 =AP،  6.0)( 2 =AP ،2.0)( 1 =ABP  05.0و)( 2 =ABP  باشد احتمال)( 1 BAP  عبارت
 است از؟ 

1- 72/0  2- 27/0  3- 11/0   4- 03/0  
  

  

  

  


